Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

‘ 1 ‘ (® Vrai ou faux? Justifier. Soient d,n,a € Z.
=~/ 1) 45 possede 12 diviseurs.
2) Sin=1[35], alors n est impair.
3) Sia et b divisent d, alors ab aussi.
4) Sid divise ab, alors d divise a ou d divise b.
5) Lintervalle d’entiers [ 1, 1000] contient 140 entiers
divisibles par 7.
6) Pour tous p,q € P, siq—p = 11, alors p = 2 et
q=13.
7) Sid divise n?, alors d divise n.
8) Sia’?=1[n], alors a = %1 [n].
9) Si4a=4b[13], alorsa = b [13].
10) Si4a =4b [6], alorsa=Db [6].
11) Sia = b [n], alors d® = d? [n].
12) Sia = b [6], alors 2¢ = 2" [9].
13) Si tout diviseur premier de n est congru a £1 mo-
dulo 8, alors n = %1 [8]. Et la réciproque ?

o DIVISIBILITE, DIVISION EUCLIDIENNE
ET CONGRUENCES

‘ i ‘ 1) Montrer que 2'23 + 312! est divisible par 11.
2) Calculer le reste de la division euclidienne :
a) de 32189 par 25. b) de 49°°92! par 13.
(3

1) Montrer que n(n + 2)(7n—5) est divisible par
6 pour tout n € Z.
2) Déterminer tous les entiers n € Z pour lesquels
n+1 divise n+ 7.
3) (® Déterminer tous les entiers n € Z pour les-
quels n% + (n + 1) + (n + 3)? est divisible par 10.
4) (® Déterminer tous les nombres premiers p
pour lesquels 3p + 4 est un carré parfait.
5) (® Déterminer tous les entiers n € N pour les-
quels n(n+2) est une puissance de 2. Etsin € Z?

‘ ‘ ®@® Soit n € N. On note ay,...,a, les chiffres de
la décomposition de n en base 10. Par exemple, pour
n=156: ay,=6, a;=5 et a,=1.

1) Montrer que n est divisible par 4 si et seulement
si 'entier obtenu en ne conservant que les chiffres
a, et a; lest.

2) Montrer que n est divisible par 3 (resp. 9) si et
seulement si la somme ag + ...+ a, lest.

3) Déterminer une condition nécessaire et suffisante
sur ay, .. .,a, pour que n soit divisible par 11.

‘ 5 ‘ @@ Soient x y,z EZ
-~ 1) Montrer que x?+ y? est divisible par 7 si et seule-
ment si x et y le sont.
2) Montrer que si x* + y° + 2% est divisible par 7, 'un
des entiers x, y ou z I'est aussi.

ARITHMETIQUE DES ENTIERS RELATIFS

‘ ‘ ® @ Montrer que p? = 1 [24] pour tout p € P supé-
rieur ou égal a 5.

‘ 7 ‘ ®@® Montrer que pour tous n € N* et a,b € Z, si
= b [n], alors a" = b" [ ]

‘ ‘ ®(® Montrer que a®' = 1 [2”“] pour tous a € Z
) impair et n € N.

2 IV &) Montrer que pour tout n = 6 pair, n divise
(n—1).
2) @ Soit p € P supérieur ou égal a 7. Montrer
que (p —1)! + 1 n’est pas une puissance de p.
‘ 1 ‘ ®®® Soit (u,),ey une suite réelle sous-additive, i.e.

J pour laquelle u,,,, < u,, +u, pour tous m,n € N. Mon-
trer le lemme sous- addltlf de Fekete

. u
lim 2= jpf 2o
n—+00 n neN* n

ou la borne inférieure est calculée dans R.

® PGCD, PPCM
ET NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

‘ ‘ (® Déterminer tous les couples (x,y) € Z? d’entiers
/ premiers entre eux pour lesquels xy = 150.

‘ 12‘ 1) Montrer que n + 1 et 2n + 1 sont premiers entre
eux pour tout n € N.
2n+1 2n
2) En déduire, grace a ( ), que ( ) est divi-
n+1 n
sible par n+ 1 pour tout n € N.
‘13‘ ®@® Soitp eP. p
~“J 1) Montrer que p divise (k) pour tout k € [1,p—117.
2) En déduire que pour tout k € [0,p—1] :
p— 1) _ k
=(—1 .
(P )=t
‘ 1 4‘ @ Montrer que pour tous a, b = 2 premiers entre
eux, — est irrationnel.
Inb
‘15‘ Soient a, b,n € Z.

“2) 1) ® Montrer que (n®+3n2—5)A(n+2)=1.
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2) (® Montrer que sia An =1, alors :
(ab)An=bAn.
3) (® Montrer que :
(n*+3n*—n+2)A(n*+n+1)=(n—2)A7.

4) @@ Simplifier (a + b) A(a V b).

5 @®® On suppose a et b strictement positifs
et premiers entre eux. On note div*(k) 'ensemble
des diviseurs positifs de k pour tout k € N*. Mon-

trer que 'application (x, y) — xy est bijective de
divt(a) x div* () sur div* (ab).

2In—3 15n+2
‘ ‘ ®@® Soit n € Z. Montrer que et ne

——/ sont pas tous les deux entiers. 4 4

‘17‘ ® @® Montrer que U,NU, = U,,; pour tous a, b € N*.

Soient a € Z et n € N* premiers entre eux. Pour tout
k E N, on note r; le reste de la division euclidienne de
a* par n.
1) & @ Pourquoi l'application k — r; n’est-elle pas
injective sur [0,n]? En déduire que aV¥ = 1 [n]
pour un certain N € [1,n].

2) @@ @ On pose :
<p(n)=){k€[0,n—1]]| k/\n:l}).

Montrer qu'on peut choisir N inférieur ou égal a
(n). On peut montrer avec des outils différents
que N = ¢(n) convient (théoréme d’Euler).

\18\

On dira qu’'une partie E de N* est sympathique si elle
ry €E.
XAy
1) Montrer que toute partie sympathique de N*
contient 2 et que {2} est une partie sympathique.
2) @@ Déterminer toutes les parties sympathiques
de N* qui contiennent 1.
3) @@ @ Déterminer toutes les parties sympathiques
de N*.

( 19 \
— est non v1de et Sl pour tous X,y €E:

@ VALUATIONS p-ADIQUES

 (® Soient a,b € Z. Montrer que si a® divise b2, alors
) a divise b.

v @ Soit n € N. Montrer que si n est a la fois un carré
parfalt et un cube parfait, alors il est la puissance sixiéme
d’un entier.

‘ (® Montrer que (a A b)" =a" A b" pour tous a,b € Z
— JetneN.

(23

ARITHMETIQUE DES ENTIERS RELATIFS

*“ M@ Le résultat de cet exercice est utile a la réso-
~" lution de bon nombre d’équations diophantiennes, no-
tamment de cette feuille d’exercices.

1) Soienta,b € N* et k = 2 entier. Montrer que si a et
b sont premiers entre eux et si ab est la puissance
k®Me d’un entier, alors a et b sont eux-mémes des
puissances k™S d’entiers.

2) Le résultat de la question 1) est-il vrai pour des
entiers a,b € Z?

‘24‘ ©O

~ /1) Montrer que pour tousp € Petn €N :

+00

vp(n!) = E {%J (formule de Legendre),
- LP
k=1

N e n
ol la somme est faussement infinie car {_kJ =0
pour tout k € N* pour lequel p* > n.
2) Par combien de zéros 'entier 1000! s’achéve-t-il ?

™ @ @® Déterminer tous les entiers n € N* pour les-

‘ ‘ ~7J quels 2" divise 3" — 1.

@® NOMBRES PREMIERS

‘ ®@® Pour tout n € N*, onnote p, le n®™e nombre pre-
mier. Montrer que pour toutn=2: p,,q <pP;i...DPp-

‘ 27 ‘ @@ Soienta = 2 etn = 2. On suppose a"—1 premier.
~~/ 1) Montrer que a = 2.
2) Montrer que n est premier.
Pour tout p > 2, lentier M, = 2P — 1 est appelé le
p®™e nombre de Mersenne. Tous ne sont pas premiers,

par exemple M;; = 23 x 89.

\28\ OO . .
~~/ 1) Montrer que pour tout n € N*, si 2" +1 est premier,
n est une puissance de 2.
Pour tout n € N, F, = 2% + 1 est appelé le n®™® nombre
de Fermat. Les nombres de Fermat Fy, F;, F,, F3 et F,
sont premiers et on conjecture que ce sont les seuls.
2) a) Montrerque F,,; =F,...F,+2pourtoutn € N.
b) En déduire que F,, et F, sont premiers entre
eux pour tous m,n € N distincts.

29] ©F . ‘
~”/ 1) a) Montrer que tout entier naturel congru a 3 mo-
dulo 4 possede au moins un diviseur premier
congru a 3 modulo 4.
b) Montrer qu’il existe une infinité de nombres
premiers congrus a 3 modulo 4.
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2) Montrer qu’il existe une infinité de nombres pre-
miers congrus a 5 modulo 6.

o E"'.QUATIONS DIOPHANTIENNES

":;)\‘ Résoudre les équations d’inconnue (x,y) € N2 :
D { XANy=3
x+y=18.
2) (xAy)+(xVy)=2x+3y.
3) xVy=x+y-—-1.

"3*1\‘ Résoudre les équations d’inconnue (x,y) € N? sui-
./ vantes :

1) x2—y?2=7. 2) ® 9x?—y?=32.

3) ®® x2—2y?=3 en raisonnant modulo 8.

4) ® 15x2—7y%2 =9 en raisonnant modulo 3.

=71 Soient a,b € Z et n € N* des entiers pour
lesquels aAn=1.
a) Montrer que aa’ = 1 [n] pour un certaina’ € Z.
b) En déduire, en fonction de a’, b et n, les so-

lutions de I'équation ax = b [n] d’inconnue

X € Z.
2) Résoudre les équations suivantes d’inconnue
X€EZ: a) 5x =3[28]. b) 14x =6[34].

3) (® Résoudre I'équation ax = b [n] d’inconnue
X € Z pour tous a,b € Z et n € N*.

‘ ‘ ®@® Soient a,b,c € Z avec (a, b) # (0,0). On s’in-
téresse a 'équation: ax+by =c  dinconnue
(x,y) € z2.

1) Montrer qu'% n’a pas de solution si ¢ n’est pas un
multiple de a A b.

2) On suppose que aAb =1.
a) Montrer qu’'% posséde au moins une solution.
b) En déduire toutes les solutions d’s et interpré-

ter le résultat géométriquement.

3) Résoudre les équations d’inconnue (x, y) € Z? :

a) 7x—12y=3. b) 20x—53y=3.

34] €O .
~ 1) Soient m,n € N* premiers entre eux et a, b € Z.
a) Montrer que les systémes :

x=1[m] x=0[m]
{XEO[H] et {le[n]

d’inconnue x € Z possédent chacun au moins
une solution, puis qu’il en va de méme du sys-
R x=a[m]
teme
* { x =b[n]
b) En déduire toutes les solutions d’%.

. . x=1[5]
2) Résoudre le systéme { x=2[11]

d’inconnue x € Z.

ARITHMETIQUE DES ENTIERS RELATIFS

(®(@® Résoudre I'équation x? + y? = 322 d’inconnue

35
‘ ‘ (x,y,2) € N® notamment en raisonnant modulo 3.

® @ Montrer que I'équation 2" + 1 = m® d’inconnue
q q

| 36‘ (m,n) € N n’a pas de solution.

| 37‘ 1) 501t (x,y,2) € (N*) On suppose que :

24+ yt=2? et xANy=1.

a) Montrer que y Az =1.

b) Montrer que x ou y est pair. Quitte a les per-
muter, on suppose désormais y pair.

c) Montrer que y +z et z—y sont premiers entre
eux, puis que y +2z = a® et z—y = b? pour cer-
tains a, b € N* impairs et premiers entre eux.

d) En déduire la forme du triplet (x, y, z).

2) Résoudre finalement I'équation x? + y? = 22 d’in-

connue (x,y,2) € (N*)B.

‘ ‘ (@ Pour montrer que l'équation y? = x3 + 7 d’in-
connue (x,y) € Z> n’a pas de solution, on suppose par
I'absurde qu’elle en possede une (x, y).

1) Montrer que x =1 [4].

2) Montrer que x> + 8 posséde un facteur premier p
congru a 3 modulo 4.

3) Calculer y*~! modulo p de deux manieres diffé-
rentes, puis conclure.

‘3 ‘ G ®® Résoudre I'équation x¥ = y* d’inconnue

ey e (W)

® @@ Résoudre I'équation y* = x? + x d’inconnue

‘40‘(xy)€ZZ

(® (® (® Résoudre 'équation x2 +px = y? d’'inconnue

‘41‘(x ¥) € N? pour tout p € P.




